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Резюме. В работе рассматривается задача построения наблюдателя   для 

линейно-квадратичной задачи оптимального управления в непрерывном случае. 

Для нахождения управляющего воздействия решается задача оценивания 

линейно-квадратичного оптимального управления. Коэффициент регулятора 

находится с помощью положительно-определенных решений соответствующих 

матричных алгебраических уравнений Риккати. Результаты иллюстрируются на 

конкретном численном примере. 
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1. Введение 
 

Во многих прикладных задачах, в том числе и  в некоторых задачах 

управления  с механическими системами [1, 3, 5, 10] и других,  возникает 

необходимость  синтеза регулятора, когда доступна наблюдению  только 

часть фазового вектора [1, 3, 5, 9-14, 16, 17].  Известно, что в линейно-

квадратичной задаче (ЛК задаче), когда доступна наблюдению только часть 

фазового вектора, процедура синтеза цепи обратной связи сводится к 

определению решений двух матричных алгебраических уравнений Риккати 

(МАУР) [6, 8, 21-24], которые имеют много решений, но из них одно, 

положительно определенное решение обеспечивает минимум 

соответствующего квадратичного функционала и асимптотическую 

устойчивость замкнутой системы [27, 28]. Одно из этих уравнений 

определяет фильтр, генерирующий оценку всего фазового вектора, решение 

второго уравнения позволяет получить матрицу регулятора [4, 7], 

связывающую   управляющее воздействие и оценки фазового вектора [2, 13, 

15, 18, 19, 25].  
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2. Постановка задачи 
 Пусть движение объекта описывается линейной системой 

дифференциальных уравнений на бесконечном интервале времени 

)()()( tGutFxtx  ,     0x)0(x  .                                                                (1) 

Здесь x -n мерный фазовый вектор u -m мерный вектор управляющих 

воздействий; GF, ,  постоянные матрицы соответствующих размеров.   

Требуется найти такое управление 

))(()( txftu  , 

чтобы замкнутая система объект+регулятор была асимптотически устойчива  

и минимизирован следующий квадратичный критерий качества    

 








 


0

'' )()()()(
2

1
dttCututRxtxJ  .         (2) 

Здесь 0'  RR , 0'  CC . 

Когда измеряются все фазовые координаты управления [27, 29] 

)()( 1 tSxGCtu  
 .                                                    (3) 

Здесь матрица  0 SS  является решением следующего алгебраического 

уравнения Риккати 

01   RSGSGCSFSF   .            (4) 

Допустим фазовый вектор представлен в виде двух компонент 













x

x
tx )( . 

x -вектор не измеряемых компонент, а 
x  вектор  доступный измерению. 

Предположим, что точность измерения 
x  достаточна  для использования 

этой компоненты в уравнении регулятора. В уравнении (1) и (2)  вектор  )(tx  

заменим его оценкой  [3,11,16] 
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В уравнениях (1), (4) вектор 𝑥 заменим вектором 𝑥, тогда получим [16] 

𝑢 = −𝐶−1𝐺′𝑆 [
𝑥+

𝑥−
]                                                 (5) 

�̇� = 𝐹𝑥 − 𝐺𝐶−1𝐺′𝑆𝑥 = (𝐹 − 𝐺𝐶−1𝐺′𝑆)𝑥                                                 (6) 

Для оценки имеем  [16] 

 

�̇� = [𝐹+𝐹−] [
𝑥+

𝑥−
] + 𝐺𝑢 + 𝐾(𝑥− − 𝑥−)                             (7) 

𝐹 = [𝐹+   𝐹−]  являются блоками матрицы 𝐹 . 
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Задача построения фильтра сводится к выбору матрицы 𝐾 так, чтобы  

замкнутая система (6)-(7) была асимптотически устойчива.   

Для этого введем переменную 𝜃 = �̅� − 𝑥  

𝜃 = [
𝜃+

𝜃−
] = [

𝑥+ − 𝑥+

𝑥− − 𝑥−
] 

Тогда (1), (4), (6), (7) примет следующий вид  [16, 19, 20, 26] 

 

            �̇� = 𝐹𝑥 − 𝐺𝐶−1𝐺′𝑆𝑥 − 𝐺𝐶−1𝐺′𝑆 [
𝜃+

0
]                    (8) 

         �̇� = 𝐹 [
𝜃+

0
] − 𝐾𝜃− = [𝐹+ 0]𝜃−[0 𝐾]𝜃                        (9) 

Асимптотическая устойчивость системы (8) зависит от выбора матрицы 𝐾. 

Как в работе [15]  матрицу 𝐾 представим в виде 

                                     𝐾 = 𝑃𝐻′𝑊,                                                (10) 

где 𝐻 = [0 𝐸] ,  здесь  𝐸 - единичная матрица соответствующего размера 𝑥−. 

    𝑥− = 𝐻𝑥 ;  𝜃− = 𝐻𝜃 . 

𝑃 = 𝑃′  решение алгебраического уравнения Риккати [21-23] 

                  [𝐹+ 0]𝑃 + 𝑃[𝐹+ 0]′ − 𝑃𝐻′𝑊𝐻𝑃 + 𝐷 ,                         (11) 

𝑊 = 𝑊′ > 0 ;   𝐷 = 𝐷′ ≥ 0 

Таким образом определение матрицы 𝐾 при заданных 𝑊 и 𝐷 сводится к 

решению уравнения (11), которое обеспечивает асимптотически 

устойчивость системы (8)-(9). 

С подбором величины 𝑊 и 𝐷  можно обеспечить быстрое убывание 

погрешности  оценки координаты 𝑥+. 

 

3. Вычислительный алгоритм 

Для решения дифференциального уравнения (7), т.е. нахождения оценки 𝑥, 

упростим его 

[
�̇�+

𝑥−
] = 𝐹 [

𝑥+

𝑥−
] + 𝐺(−𝐶−1𝐺′𝑆) [

𝑥+

𝑥−
] + 𝐾(𝑥− − 𝑥−) 

Обозначим  

𝑇 = −𝐺𝐶−1𝐺′𝑆 ;  

тогда 

[
�̇�+

𝑥−
] = (𝐹 + 𝑇) [

𝑥+

𝑥−
] + 𝐾(𝑥− − 𝑥−) . 

Обозначим  

(𝐹 + 𝑇) = [
𝐹11 𝐹12

𝐹21 𝐹22
] ;   𝐾 = [

𝐾1

𝐾2
] ,  

тогда получаем нижеследующее дифференциальное уравнение 

              [
�̇�+

𝑥−
] = [

𝐹11  − 𝐾1

𝐹21  − 𝐾2 
] [

𝑥+

𝑥−
] + [

𝐹12 + 𝐾1

𝐹22 + 𝐾2 
] 𝑥−    .                (12) 

Таким образом, предложим  следующий алгоритм. 

 Алгоритм. 
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1. Даны постоянные матрицы 𝐹; 𝐺; 𝑅; 𝐶; 𝑊; 𝐷 

2. Решая уравнения (4), находим 𝑆 = 𝑆′ > 0 

3. Находим 𝐿 = 𝐶−1𝐺′𝑆 

4. Задавая  𝐻 = [0  𝐸] и  решая уравнения (11), находим  𝑃 = 𝑃′ > 0 

5. Вычисляем 𝐾 = 𝑃𝐻′𝑊 

6. Решаем дифференциальное уравнение (12),  находим оценку 𝑥. 

7. По формуле (5) находим управляющее воздействие u. 

 

4. Численная реализация. 
 Рассмотрим задачу управления движением некоторого летательного 

аппарата вдоль вертикальной оси 𝑧 и угла рыскания 𝜓. Предполагается, что 

не происходит движение по осям  𝑥 и 𝑦, а также вращение по углам тангажа 𝜃 

и крена 𝜑. Тогда используя математическую модель из [20]  и обозначая 𝑝1 

как  

  𝑝1 = [

�̇�
�̇�
𝑧
𝜓

], 

получим  

11111 uGpFp   

 



0

11112 dtCuuRppJ . 

Допустим   

  𝑝+ = [
�̇�
�̇�

]  ;   𝑝− = [
𝑧
𝜓] ;   𝑢 = [

𝑢𝑧

𝑢𝜓
] 

  𝐻 = [
0 
0 

0
0

 1
 0

 0
 1

];    𝑝− = 𝐻𝑝 

Задавая  

  𝐹 = [

0 0 
0 0

 
0 0
0 0

1 0  
0 1  

0 0
0 0

];   𝐺 = [

1 0
0 1
0 0
0 0

] ;   

𝑅 = 𝐸4 ;   𝐶 = 𝐸2. Здесь -𝐸4 , 𝐸2 единичные матрицы соответствующих 

размерностей.  

Принимая начальное условие  

 201000)0(1 p  , 

задавая  D= 0.9 ∗ 𝐸4 ;  w=250 и решая уравнение (4), находим  

 

𝑆 = [

1.7321
0
1
0

0
1.7321

0
1

1
0

1.7321
0

0
1
0

1.7321

].    
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Вычисляем K по формуле (10) 

 𝐾 = [

15.0
0

15.9687
0

0
15.0

0
15.9687

];    

   

 Допустим 𝑝н− = [
𝑧н

𝜓н
] =

𝑡

𝑇
[

𝑧𝑑

𝜓𝑑
], где в нашем примере  𝑧𝑑 = 10, 𝜓𝑑 = 0. 

Решая дифференциальное уравнение (12) по заданным наблюдениям,  

получаем 
11, up . 

По формуле (5) находим управляющее воздействие u 

 

𝑢 = [
−1.7321 0

0 −1.7321
  −1 0
  0 −1

] . 

  

В результате вычислений, проведенных по составленной программе на 

MATLAB получили, что при t  имеем,
dd

zz   , , что 

подтверждают нижеследующие графики.   

 

 
Рис.1. Движение летательного аппарата по оси z 

 

 
Рис.4. Зависимость управляющего воздействия 𝑢𝜓 от времени 𝑡 
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Рис.4. Зависимость изменения угла рыскания ψ от времени t 

 

 

 
Рис.2. Сравнение движение летательного аппарата по оси z и наблюдением 

 

5. Заключение.   
В работе рассмотрена задача построения наблюдателя   для 

линейно-квадратичной задачи оптимального управления в 

непрерывном случае. Задан алгоритм  нахождения управляющего 

воздействия для решения задачи оценивания линейно-квадратичного 

оптимального управления.  
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Abstract. The paper considers the problem of constructing an observer for a linear-

quadratic optimal control problem in the continuous case. To find the control action, the 

linear-quadratic optimal control estimation problem is solved. The controller coefficient is 

found using positive definite solutions of the corresponding matrix algebraic Riccati 

equations. 
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